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1 Haces de cónicas 


Como sabemos si r,,72 son dos rectas distintas del plano, la ecuación 
Arj + pra = 0 


es la ecuación del haz de rectas que pasan por el único punto común de rj y 
Ta. 

Si ahora consideramos cónicas en lugar de rectas, la situación es algo difer- 
ente. 

Definición. Dadas dos cónicas Ci, C2 C Pa definidas por las formas cuadráti- 
cas w1: RÍ — R y wz: R3 — R resp., con ecuaciones: Oy = X*A¡X =0 
y Co = X'A2X =0, se llama haz de cónicas determinado por C, y Co a la 
familia de cónicas determinadas por la formas cuadráticas: 


Awi + uo: RES R, Ap ER. 
La ecuación de una cónica del haz es: 
Cas = xXx (A + Az) A 0, XE€E P.. 


A esta familia de cónicas pertenecen, en particular, las cónicas Cy y Co, pues 
basta darle a los parámetros los valores A = 1,4 =0 y A=0,p = 1, respecti- 
vamente. 

Como las ecuaciones X*4¿X =0 y X*42X = 0 son ambas cuadráticas, las 
dos cónicas base € y Ca, tienen o cuatro puntos en común (no necesariamente 
todos distintos), o una cantidad infinita de puntos comunes. Este último caso 
se da si ambas cónicas son la misma o si son cónicas degeneradas con una recta 
en común. Ambos casos son triviales y los excluiremos. 

Observación. El haz de cónicas determinado por C y Ca es simplemente 
la familia de cónicas que pasan por los cuatro puntos comunes de €; y C». 


Definición. Se llama base de un haz de cónicas al conjunto de los puntos 
de [Pz que están en todas las cónicas del haz. Esto es, son los puntos comunes 
de las dos cónicas que determinan el haz. 


3 


Proposición. Un haz de cónicas en [Pa contiene a lo más tres cónicas no 
regulares, a menos que el haz esté compuesto por cónicas todas ellas no regu- 
lares. 

Ejemplo. Las cónicas C¡, C¿ de ecuaciones: 


En ro + 22% + 25 + 42912 = 0, 
1 = a + 22712 = 0, 


nos proporcionan el haz 


Ñ Ñ A 0 24 + p To 
AC1 + Oz = (Zo, 21, 22) 0 22—p 0 wi |=0. 


Las cónicas no regulares de este haz son las que cumplen 


A 0 22 + pu 
0 = 0 2A-p 0 = (24 — 1) (A — (24 + 1)?). 
22+u 0 A 


Esto es, óp =21 6 
e | AT 0 Deal 


Las cónicas no regulares de este haz son las siguientes cónicas 


O, +40 zo + 8212 + 22 = (20 + day) - 152% 
= (20 + 4x2 + 1522) (to + 4x2 — 1522) = 0, 
C¡-—Co= 2x4 + 32? ++ 22912 = (29 + 22)? + 32? =0, 
C¡—3C2 = 2x0 + 52% + 20% — 21912 = (29 — 12)? + 52? =0. 


Luego, (+20 en el par de rectas o + 4x2 + 1522 = 0, 20 + 472 — 1572 = 0, 
Cy + Ca es el par de rectas xy + 29 =0, 21 =0 y C; — Co es el par de rectas 
to — 22=0, a = 0. 

Observación. Supongamos que los puntos base A, B,C, D de un haz son 
todos distintos. Entonces el haz contiene exactamente tres cónicas degeneradas 
que son los siguientes pares de rectas: 


Cy =r(4AUB)r(CUD),Co=r(AUC)r(BUD),Cz =r(AUD)r(BUC) 
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Proposición. Por un punto no básico del haz pasa únicamente una cónica 
del haz. 

Definición. Los puntos singulares de las cónicas no regulares del haz se 
llaman puntos fundamentales del haz. 


1.1 Posibles tipos de haces 


En función de la multiplicidad de los cuatro puntos base del haz, tendremos 
distintos tipos de haces. Los discutiremos obteniendo los casos más singulares 
a partir del caso general. 


1.1.1 Haz general: Cuatro puntos simples 
El haz AC + C” tiene cuatro puntos base distintos A, B,C y D. Por tanto, 


tiene tres cónicas no regulares: C, = r(AUB)r(CUD), Co = r(AUC)r(BUD), 
C3=r(AUD)r(BUC). La situación es la de la siguiente figura: 


Este tipo de haz lo utilizaremos para determinar una cónica cuando teng- 
amos 5 puntos de la cónica o 4 puntos y otra condición, como por ejemplo ser 
de un determinado tipo o ser tangente a una recta dada, etc... 

Ejemplo. Determinar la cónica que contiene a los puntos A(1, 0,1), B(1,1,1), 
y C(1, —1, 0) y cuyo centro es Z(2, 1, 0). 

Como el centro Z es centro de simetría podemos calculos los puntos simétri- 
cos de los puntos A y B y así obtendremos dos puntos más de la cónica. 
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Tomamos las coordenadas del punto Z en la carta afín xy = 1. Por tanto, 
tomamos las coordenadas (1, 3,0) de Z. 

El simétrico de A es: A' =2Z — A = 2(1,3,0) — (1,0,1) = (1,1,-1) y el 
simétrico de B es B' =2Z — B=2(1, 3,0) — (1,1,1) = (1,0, —1). 

Tenemos cuatro puntos de la cónica A, A”, B, B' por tanto, podemos deter- 
minar el haz de cónicas que contiene a dichos puntos. Dos cónicas del haz son 
las cónicas degeneradas: C¡ =r(AUAr(BUB”) y Co =r(AU B)r(4'UB”. 


Calculamos dichas rectas: 


To 1 1 

r(AUA)=|x%1 0 1 |=2201-—2+2=0, 
Ya 1 -—1 
To il 1 

r(BUB)=|x 1 0 |=2%-—2-22=0. 
Ta 1 -—1 


Luego Cy = (2%, — o + 22) (211 — 2o — 29) =0. Y 


Zo LT 
r(AUB)= T1 0 1 = Z2 — Lp =0, 
La LE 
To 1 1 
r(A Ú B') =| 21 1 0 = —2£y — 129 =0, 
Ta -1 -—1 


luego Co = (22 — Lo) (20 + 22) =0. El haz es: 
AC1 + O, = A (221 — 2p + 22) (221 — Lo — 22) + (22 — 20) (Lo + 22) =0. 
Como contiene al punto C'(1, —1, 0) se tiene que verificar: 
AC! + Os = A(-2-1)(-2-1)+ p(-1) =0=> u=09). 
Luego la cónica pedida es: 


C1 + 9C2 = (2x1 — 2p + 22) (221, — o — 22) + 9 (22 — Lo) (20 + 22) =0 
= 4x% — 82% — 4911 + 82% ="0 


1.1.2 Dos puntos simples y uno doble 


El haz AC + 0” tiene tres puntos base A, B,C, uno de ellos, C, es un punto 
doble. Este caso se obtiene como caso límite del anterior (cuando C = D) y 
tiene dos cónicas no regulares: Cy = r(AUB)r(CUD) = rs, Ca = r(4AU 
C)r(BU D) (la cónicas C¿ y Cz del caso anterior coinciden). La situación es 
la de la siguiente figura: 


La recta r es tangente a cualquier cónica regular del haz. El haz se puede 
plantear como: 
Arjra+prs=0 


donde r, es la recta que contiene a los puntos A y C y ra es la recta que 
contiene a los puntos B y C. 

Este tipo de haz nos puede servir para problemas de determinación de 
cónicas cuando tengamos como datos: una tangente de la cónica y su punto 
de tangencia (sería la recta r de la figura) y que pase además por tres puntos 
o por dos puntos y algún dato más de la cónica como que sea de cierto tipo, o 
que sea tangente a cierta recta, etc... 

Ejemplo. Determinar la cónica C' que es tangente a la cónica Cy = —42? + 
23 + 4x2 = 0 en el punto P(1, 2, 0), sabiendo que contiene al punto Q(1, 0,2) y 
que C'MN Ci son los puntos de intersección de Cy con la recta r = —32p +2x1 + 
Ta = 0. 

El punto P € C; por tanto, su recta polar es la tangente a Cy en P. 
Calculamos la recta polar de P: 


400 Zo 
t=(1,2,0) 0 1.0 zi | =-—4x.+2x, =0. 
0 04 Za 


Utilizamos el siguiente haz de cónicas: AC, + rt = 0, esto es; 
A (—4x% + 2% + 4a3) + (3x0 + 221 + 22) (—42p + 221) =0. 
Como C contiene al punto Q(1, 0, 2) se verifica: 
124 + 4u =0 => y =-34. 
Luego la cónica pedida es: 


O = (dal + a? + 4x2) — 3 (3200 + 201 + 22) (4x0 + 221) =0. 


1.1.3 Un punto simple y uno triple 


El haz AC; + €) tiene dos puntos base A, B, uno de ellos, B, es un punto 
triple. Este caso se obtiene como caso límite del anterior (cuando B = C = D) 
y tiene una cónica no regular: € = rt, donde la recta t es la recta tangente a 
las cónicas del haz en el punto triple B. Este tipo de haz nos puede servir para 
problemas de determinación de cónicas cuando la cónica buscada sea tangente 
a una cónica dada C, en un punto B y pase por cierto punto A de la cónica 
Q, dada. 

La cónica degenerada rt donde r es la recta que contiene a A y B y la recta 
t es la recta tangente a Cy en B (recta polar de B respecto de C¡). Luego 
considerariamos el haz: 

Art + At? =0 


Para determinar la cónica C2 necesitariamos algún dato más: que pase por un 
punto dado, etc... 


Ejemplo. Determinar la cónica C tangente a la cónica Cy = —22+0?-20?— 
4xyx2 = 0 en el punto P(1, 1,0) y que contiene a los puntos (2(1, —1,0) € Cj 
E Ls 


El punto P € C; por tanto, su recta polar es la tangente a Cy en P. 
Calculamos la recta polar de P: 


-10-2 Lo 
t=(1,1,0) 0 1 0 21 | =—2o+:x1- 2x2 =0. 
-2 0 -2 La 


Consideramos la recta que contiene a P y Q 


Zo pl Bl 
r=det| xi 1 -—1 | =0%< -21=0. 
Ta 0 0 


Utilizamos el siguiente haz de cónicas: Art + put? = 0; esto es, 
A (—z0z2 + 21% — 243) +u=0. 
Como la cónica buscada contiene al punto R(1, 2, 1) se verifica: 
A-1+4-2+2+pu(-14+2-2) =0 => p=3. 
La cónica buscada es 


Gs —xí + a = 22% + 2212 +3 (—z022 + 11T2 — 252) = 0, 


1.1.4 Un punto de orden cuatro 


El haz AC, + ¿Co tiene un punto base A de orden cuatro. Este tipo de haz 
lo utilizaremos cuando nos den una cónica Cy y nos pidan determinar otra 
sabiendo que, en un cierto punto 4 € C; estas cónicas tienen un contacto de 
tercer orden y además que es de cierto tipo, o pasa por un punto dado o es 
tangente a una recta dada. 

El haz de cónicas tangentes a Cy en el punto A tiene la siguiente expresión: 


AO, + pt? = 0% 


1.1.5 Dos puntos dobles 


En este caso la configuración del haz es la de la siguiente figura: 


El haz tiene dos cónicas degeneradas: una es la formada por el par de rectas 
rar y la otra es la formada por la recta de puntos dobles r. La ecuación del 
haz es 

Cam = Ararg + ur? =0. 


La familia de todas las hipérbolas que tienen dos rectas r y s como asintotas, 
forman un haz de este tipo con ecuación: 


Cr = Ars + poo =0. 


Ejemplo. Determinar la cónica C tal que: 
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1. Pasa por el origen de la referencia y la tangente en él es la recta r = 
671 + Ta = 0. 


2. Es tangente a la circunferencia Cy de centro (4, —6) y radio 2 en el punto 


Q(, -4). 
3. Los ejes de la cónica son paralelos a los ejes de coordenadas. 
El origen de referencia es el punto P[(1,0,0)] y la circunferencia dada es: 
(11 — 4)? + (22 +6)? =4 => 1222 — 821 +12 +224+48=0. 
En el plano proyectivo, la circunferencia tiene ecuación: 
12212 — 82/11 + as + a? + 48x% = 0. 


La tangente a C, en el punto Q [(1, 4, -4)] es 


48 -4 6 Zo 
Tq = (1, 4, —4) —4 1 0 1 = 80 + 2% =(), 
6 0 E La 


Lo 1 1 
s=det| xi 0 4 = 4x1 + 4x2 =0. 
La 0 —4 


Consideramos el haz de cónicas tangentes a la recta r = 611 + 12 = 0 en el 
punto P y que contiene al punto P, Cy, = Ar «rg + ys? = 0), esto es, 


esto es, Cry = A (24x001 + 492 + 62109 +23) + y (0% +33 +2x%129) =0 


O aca 
Y —Á 


La matriz del haz es 


0 124 24 
A=| 122 p 3A+ y 
24 3A+p A+p 


Como los ejes de la cónica buscada son paralelos a los ejes de coordenadas la 


matriz 
o pl 3A+pu 
id 3B+p A+p 
debe ser una matriz diagonal. Por tanto, y = —3A. La cónica buscada tiene 
ecuación: 


C = (6x1 + 22) (420 + 22) — 3 (01 + 29) =0. 


1.1.6 Ejercicios 


Ejercicio 1 Determinar la cónica C' con asíntotas la recta 2%p — 21 — 2x9 =0 
y una recta paralela a la recta x, = 0 y tal que el punto P [1, 1, 0] es polo 
de la recta 2x1 + 12 — 32 = 0 respecto de la cónica. 


Solución Una recta paralela a la recta 1, = 0 tiene ecuación: bxy + 11 = 0. 
Por tanto, las asíntotas de C' son las rectas 1, = 2%) — 21 — 2x2 =0 y 
ra = bxy + 21 = 0. La cónica C tiene dos puntos impropios P,, Pz pues 
tiene dos asíntotas distintas. Se tiene la situación que muestra la figura: 


Por tanto, la cónica que buscamos está en el siguiente haz de cónicas: 


Caja = Ari +12 + pao =0; 
esto es, Cru = A(2%0 — 11 — 227) (bzo + 01) + uz =0, 


con matriz asociada 


A AD 
del 42M AX A 
BA — «h  0 


Por último, como el punto P es polo de la recta 2x1 + 22 — 3Zy = 
respecto de €, se tiene que cualquier punto de dicha recta y el punto 
P son conjugados. Tomo los puntos (2, [(1,0,3)] y Qa[(0,1,—2)] de la 
recta. Como (21 y Q2 son conjugados con P se tiene: 


p+2b4 A-5A —bA 1 3 
0=(1,0,3) | A-3A -A  -A 1 == (2+30) +0 
bLA -A 0 0 
p+2bA4 A-2A —bA 1 3 
0O=(0,1,-2) | A-3A -A  -A 1] = (2+ 233) A. 
=bA =A 0 0 


De donde obtenemos que y = 0 y b= -4/3. La cónica es: 
E 4 
C= (2x0 —dg =— 2x2) (520 + 21) = 0, 


Ejercicio 2 Determinar la cónica C que contiene al origen y tiene las mismas 
asíntotas que la cónica C¡ = 2x3 + 32? — 3x2 — 22911 — 14x,12 =0. 


Solución La cónica Cy tiene matriz asociada 
2 -1 0 


Ai=| «1 3 —7 
4 =P —3 


y es de tipo hiperbólico ya que det Agp = —9 — 49 < 0. Por tanto, tiene 
dos puntos impropios P,, P. que coinciden con los puntos impropios de 
la cónica a determinar. La cónica C' es una cónica del haz que tiene por 
ecuación: 

Cru = ACI + pue =0; 

esto es, ha =A (2x% + 32? — 3x5 — 2% 11 — 14x,2>) + poo =D 

Como además contiene al origen, O = [(1,0,0)], debe cumplirse que 
24 + u =0. Por tanto, la cónica buscada es 

Cs (227 + 32? — 32? — 21p11 — 14722) - 242; = 0; 


esto es, O = 32% - 3x5 — 22/11 — 142,12 = 0. 
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2 Cuádricas 


Sea Pz = P(R*) el espacio proyectivo real tridimensional. 
Definición. Una cuádrica (Y en Pz determinada por una forma cuadrática 
w: R* -— R es el conjunto de puntos de Pz definido por: 


Sea R = [O, Bj un sistema de referencia en Az y sea 
00 “%o1 40 “0 
E E 


402 Gi 0723 023 
403 A13 U23 033 


la matriz asociada a la forma cuadrática w entonces 


Q=1(X €Pz | XtAX =0) 


3 3 
=> (E € P3 | NO ajjain; = >) 


í=0 ¡=0 


La cuádrica afín definida por la forma cuadrática w es el subconjunto (2 de Az 
definido por a 
Q=(X € Az | w(X) =0), 


donde X = (1, 21, 22, 73), con (11, 12,13) € Az. Se cumple Q C Q. 


2.1 Puntos singulares y clasificación proyectiva 


Sea () una cuádrica proyectiva determinada por una forma cuadrática w: R* —> 
R, con forma polar f: R* x R* —> R y matriz asociada A respecto de cierto 
sistema de referencia. 

Definiciones. 


e Se dice que dos puntos 4,B € Pz son conjugados respecto de (Q si 
F(A,B)= 0 


e Se dice que un punto P € Pz es un punto autoconjugado respecto de Q 
si u(P) = RP, P)=0, 


e Se dice que un punto P € Pz es un punto singular de () si es conjudado 
con cualquier punto de Pz; esto es, f(P, X) = 0 para todo punto X € Pz. 
Esto es, si 

HP,X)=PYAX =0, VX € Pz, 
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o equivalentemente, 
PLA =0. 


e Se dice que un punto P € Pz es un punto regular de () si no es un punto 
singular. 


e La cuádrica Q es no degenerada, regular u ordinaria si no tiene puntos 
singulares. 


e La cuádrica (Q) es degenerada ó singular si tiene algún punto singular. 


Observaciones: Sea (QQ una cuádrica proyectiva generada por una forma 
cuadrática w, con forma polar f y matriz asociada A. 


1. Sea Sing(Q) el conjunto de puntos singulares de Q; esto es, 


Sing(Q) =([X € Pz | F(X, Y) =0, para todo Y € P3) 
=[X ePy | AX =0). 


Se tiene 


dim(Sing(Q)) = 3 — rg(4). 


2. Si X € Pz es un punto singular, entonces X € Q. 


Demostración. Tenemos que comprobar que w(X) = 0. Se tiene w(X) = 
F(X, X) =0 pues X es conjugado con cualquier punto, en particular con 
él mismo. 


3. La recta determinada por un punto singular X y un punto cualquiera de 
la cuádrica, Y € Q, está contenida en la cúadrica. 


Demostración. Como X es singular sabemos que w(X) =0 y f(X, Y) = 
0 y como Y pertenece a la cuádrica w(Y) = 0. Un punto cualquiera de 
la recta determinada por X e Y es de la forma Z = AX + Y. Tenemos 
que comprobar que w(Z) = 0. Se tiene: 


w(Z) =w(AX + Y) = FAX +uY AX + Y) 
=fAX,AX +puY) + f(uY, AX + Y) 
= FAX, AX) + FAX, Y) + HUY, AX) + F(uY, Y) 
= (XX) + 22 f(X, Y) + *f(Y, Y) 
= w(X) +22 f(X, Y) + p2w(Y) =0. 
ir o io: 
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4. La recta formada. por dos puntos singulares tiene todos sus puntos sin- 
gulares. 


Demostración. Sea Z = AX + Y un punto cualquiera de la recta for- 
mada por dos puntos singulares X e Y. Tenemos que comprobar que 
F(Z,T) =0, para todo T' € Pz. Tenemos: 
F(Z,T) = FOX + uY, T) 
= H(AX,T) + f(uY, T) 
=AL(X,T) + nf (Y,T) =0. 
Nm a? Sa, 


0 0 


5. Si la cuádrica () contiene un punto singular, entonces Q está formada 
por rectas que pasan por ese punto. 


2.1.1. Clasificación proyectiva 


1. Si det A % 0, entonces la cuádrica Q) es ordinaria o no degenerada. 


2. Si det A = 0, entonces la cuádrica Q es degenerada. 


(a) Si rg(A) = 3, entonces Q tiene un único punto singular P. 


e Si P es un punto propio, entonces () es un cono de vértice P. 
e Si P es un punto impropio, entonces (Y es un cilindro. 


(b) Si rg(4) = 2, entonces Q tiene una recta de puntos singulares y Q 
es un par de planos con intersección la recta de puntos singulares. 


(c) Si rg(A) = 1, entonces Q tiene un plano de puntos singulares y Q 
es un plano doble. 


2.2 Polaridad definida por una cuádrica 


Sea Q una cuádrica con forma polar f y matriz asociada A. Sea P € Pa, 
llamamos variedad polar de P respecto de la cuádrica (2 al conjunto de puntos 
conjugados de P; esto es , 


Vp =(X €P3 | F(P, X) =0) 
= (X € Py | PAX =0). 


Si P € Pz es un punto singular, entonces Vp = Pz. 
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Si P € Pz no es un punto singular, entonces Vp es un plano Tp y llamamos 
plano polar de P respecto de la cuádrica (,: 


Tp=(X €P¿ | PAX =0). 


Definición. Dado un plano Tr del espacio lP3, llamamos polo del plano T 
respecto de la cuádrica (Y al punto cuyo plano polar es Tr; esto es, Tp = T. 
Si la ecuación del plano T es 


T = UnTo + U171 + Uy + Uglg = DEUX = O, 


con U = (Up, U1, Uz, Uz) Y DA (Zo, 21, La, Lg), 
entonces Tp = T si y sólo si 
PTAX =UTX, para todo X € Py 


equivalentemente, 
PTA=UT <> AP=U. 


Y si la cuádrica Q no es degenerada (por tanto, det A 4 0), entonces P = 
AU. 

Teorema. Si el punto P pertenece al plano polar de un punto R, entonces 
el punto R está en el plano polar de P. 

Esto es debido a que la condición de conjugación f(P,R) = 0 es simétrica 
en P y R. 

Como hemos visto, dada una cuádrica Q, a cada punto P no singular, se le 
asigna un plano (su plano polar) y recíprocamente, a cada plano T se le asigna 
un punto (su polo). 

Definición. Se llama polaridad definida por una cuádrica Q a la aplicación 
que a cada punto no singular de Q le hace corresponder su plano polar. Esto 
es, 


P3x Sing(C) —> Planos de Pz 


Pt Tp 


Teorema fundamental de la polaridad 

Los planos polares de los puntos de un plano r de Pz, respecto de una 
cuádrica regular Q, pasan todas por un mismo punto que es precisamente el 
polo de r. 
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2.3 Intersección de recta y cuádrica 


Sea (Q) una cuádrica proyectiva con forma polar f y matriz asociada A y sea 
r la recta proyectiva que contiene a los puntos P = [(po,p1,P2,P3)] y Q = 
[(90, 91, 42, 93)]. Un punto X € Pz está en la intersección de la cónica y la recta 
si y sólo si: 


Xer X=AP+1Q X =AP+uQ 
xeQ w(X)=0 (AP +uQ)=0 


La condición w(AP + (2) = 0 se escribe: 
0=w(P) + 22 f(P, Q) + ¡¿w(Q). 


Dividiendo la ecuación anterior por ¿1? y escribiendo t = A/p se obtiene la 
siguiente ecuación de segundo grado: 


0 =w(P)t? + 2£(P, Q)t +w(Q) 


con discriminante 


A=f(P,Q) — w(Pju(Q). 


e Si f(P,Q) =0, w(P) =0 y w(Q) = 0, entonces P, Q € Q y, por tanto, 


r EQ. 


e Si no todos los coeficientes de la ecuación de segundo grado 0 = w(P)?+ 
2f(P, Q)t + w(Q) son nulos, entonces hay dos puntos de corte (las dos 
soluciones de la ecuación). 


1. Si A= f(P,Q) — w(P)w(Q) > 0, la recta y la cuádrica se cortan 
en dos puntos reales distintos. La recta se dice que es una recta 
secante a la cuádrica. 


2. Si A= f(P,Q) — w(P)w(Q) = 0, la recta y la cuádrica se cortan 
en un punto doble. La recta se dice que es una recta tangente a la 
cuádrica. 


3. Si A= f(P,Q) — w(Pjw(Q) <0, la recta y la cónica se cortan en 
dos puntos imaginarios distintos. La recta se dice que es una recta 
exterior a la cuádrica. 
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2.3.1 Variedad tangente a una cuádrica 


Definición. La variedad tangente a una cuádrica Q en un punto P € Pz, es el 
conjunto de puntos X € Pz tales que la recta que une P y X es tangente a la 
cuádrica (Q; esto es, 


TPQ = [X € Pz | recta XP es tangente a Q) 
=(XeP¿| A=f(P,X) — w(Pjw(X) =0) 
=(X € Py | H(P,X)? =w(Plw(X)). 

Observaciones. 


1. TPQ es una cuádrica degenerada que tiene a P como punto singular. 


2. Si P € Q es un punto regular, entonces 
TPQ = (X € P, | fFP,Xy = 0) 
=(X € Pz | PAX =0) 
es un plano, llamado el plano tangente a Q en P. De hecho, coincide 
con el plano polar del punto P; esto es, TpQ = Tp. 


3. Si P € Q es un punto singular, entonces TpQ = Ps. 


2.4 Clasificación afín y elementos notables de las cuá- 
dricas 


Sea Az = P(R*) el espacio afín proyectivizado, con sistema de referencia R = 
[O, B). Y sea w una forma cuadrática con matriz asociada A. Sea 


Q=(X EPy(R*) | w(X) =0 
una cuádrica proyectiva con cuádrica afín 
Q=QNAz=(XE€Ayz | w(X) =0), donde X = (1,x,,x2, 3). 


2.4.1 Centro de una cuádrica afín 


Definición. Se llama centro de una cuádrica afín Q al polo del plano del infinito 
si ese punto es un punto propio (si no lo es, se dice que el centro de la cuádrica 
es impropio). 

La ecuación del plano del infinito es xy = 0 y la ecuación de la cuádrica 
es X'AX = 0. Por tanto, el polo del plano del infinito es el punto P tal que 
P*A = (1,0,0, 0). 

Proposición. El centro de una cuádrica afín es centro de simetría. Cualquier 
recta que pase por el centro de una cuádrica corta a la cuádrica en dos puntos 
simétricos respecto del centro. 
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2.4.2 Posición relativa de la cuádrica y el plano del infinito 


Sea To = Ly =0 la ecuación del pano del infinito y sea la cuádrica proyectiva 
(Q determinada por una forma cuadrática w y con matriz asociada 


4%vo o Ag Ao 
Ls do Qi 012 013 
Aga AU QU Aa 
403 013 023 033 


Se tiene: 
QN To =(X E To | w(X) =0) = [(0, 21, 22,13) | X"AX =0) 
esto es, 
QN To = 01171 + 09973 + 03307 + 20120109 + 20130103 + 209310903 = 0, 
luego Q N To es una cónica en el plano del infinito Tr. con matriz 


411 012 013 
Av = 412 022 (023 
0413 023 033 


Proposición. La cuádrica () tiene centro si y sólo si det Apo 4 0. Además, 


e Si det Ago + 0, entonces la cónica Q N To, es regular y Q tiene centro. 


e Si det Ap = 0, entonces la cónica Q NM To, es degenerada y Q no tiene 
centro. 


2.4.3 Diámetros de una cuádrica 


Definición. Se llama diámetro de una cuádrica Q a toda recta que contienen 
al centro de Q. 

Definición. Se llama plano diametral de una cuádrica Q a los planos que 
contienen al el centro de Q. 

Definición. Dos diámetros D y D' se dice que son conjugados si sus puntos 
impropios son conjugados. 

Definición. Se llama plano diametral polar de un diámetro D al plano polar 
del punto impropio de D. 
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2.4.4 Ejes de una cuádrica con centro propio 


Definición. Se llama eje de una cuádrica Q al diámetro que es perpendicular 
a su plano diametral polar. 

Sea Q una cuádrica proyectiva con matriz asociada A. Y sea Apo la matriz 
de la cónica Q NT. Como Q tiene centro propio Z, la matriz Apo es no 
singular, luego sus tres autovalores son no nulos A,, A2 y Az. Sean v;, va y uz los 
autovectores asociados a A1, Az y Az respectivamente (elegimos los autovectores 
ortogonales dos a dos). Los ejes Q son las rectas que pasan por el centro, Z, 
y tienen direcciones los vectores U],U2 y U3, respectivamente. 

La referencia R = (2, (v¡, va, v3)) nos proporciona una referencia carte- 
siana autoconjugada. 

Se pueden dar tres casos: 


1. Los tres autovalores son distintos. Entonces Q tiene tres ejes que son 
ortogonales dos a dos. 


2. Un autovalor es doble, A; = Aa, y el otro, Az, es simple. Entonces la 
dimensión del subespacio de autovectores asociado al autovalor doble es 
dim V, = 2 y dim V3 = 1. Luego V; es un plano de ejes perpendiculares al 
eje Vz. En este caso la cuádrica () es una cuádrica de revolución alrededor 
del eje correspondiente al autovalor A3. 


3. Los tres autovalores coinciden, A¡ = A2 = Az. Entonces cualquier 
diámetro es eje y la cuádrica es una esfera. 


Definición. Se llaman planos principales de una cuádrica Q a los planos 
diametrales polares de los ejes. 


2.4.5 Cono asintótico 


Definición. Se llaman asíntotas de una cuádrica Q a las tangentes a la cónica 
en sus puntos impropios. 

Sea Q una cuádrica proyectiva con centro propio Z. 

Definición. La variedad tangente a la cuádrica (2 desde el centro Z [(zo, 21, 22, 23)] 
es un cono que recibe el nombre de cono asintótico. La ecuación del cono as- 
intótico es la siguiente: 


EXP —aAZDnX) =0 > (ZAXNZ:AX) - (Z:AZN(XCAX) =0 


e det Aoo 


t a 
> 6 da AX) =0 
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equivalentemente 
dtA 2, a 


det Aoo 4 le 

Las cuádricas de tipo elíptico tienen un cono asintótico imaginario y las cuá- 
dricas de tipo hiperbólico tienen un cono asintótico real. 

Las generatrices del cono (rectas del cono) son los diámetros tangentes a 
la cuádrica. 

Llamamos plano asintótico a los planos polares de los puntos de la cónica 
impropia de Q (QN To = C) (si existen). 

Ejemplo 1. Sea la cuádrica Q = 1? + 3x2 + 42,12 + 213 +2=0. 

La matriz de ( es: 


0 OOKR 


0 
2 
0 
0 
El determinante de A es det A = —20, cuádrica con centro propio: 


(zo 2 2 23 ) =$(1000), 


RFOON 
OONOo 
0 O O 


esto es, 
22+2%3=P 
2 + 229 =.0 
221 =0 
Zo0+323=0 
El centro es: Z [(1, 0, 0, —1/3)). 
Ecuación del cono asintótico: 
dtA 2 A 20, 


o ll 


19% (1% + 323 + 4x119 + 22310 + 222) =0 


1 
<> 221/13 + 41112 + 3% +0 +30%=0 


2.5 Invariantes métricos de una cuádrica Q 


Sea la cúadrica Q con matriz asociada A; esto es, Q = XTAX = 0. Son 
invariantes Euclideos de la cuádrica los siguientes valores: 


e det A 
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e Autovalores de Apo: A1, A2, Az o equivalentemente: det Apo, tr Av = 411 + 
422 + 033 y 


022 023 
G23 033 


411  Q13 
013 033 


siendo 


Goo Ag Ao Ao 

Go 411 12 013 oc 
A= y An = 412 A 023 

Go U12 022 023 


413 023 033 
0093 4A13 0233 033 


La ecuación característica de App es: 
|Avo ES Als| = po + tr And? — JA + det Avo =0), 


Por tanto, A1, A2 y Az son las raíces de la ecuación |4o0 — Ala] = 0. 

Si det Apo Y 0, entonces la cónica Q N To es regular y Q tiene centro. 

Si det Apo = 0, entonces la cónica Q N To es no regular. Se trata de una 
cuádrica de género paraboloide, puede carecer de centro, tener una recta de 
centros o incluso poseer un plano de centros. 


2.5.1 Clasificación de las cuádricas con det Apo X 0. 


Al ser det Av = 414243 4% 0, en cierto sistema de referencia la matriz de la 
cuádrica es 

0.0 0 
0 1410 0 
0. 0 2%2 0 
0.0.0 7d 


y, por tanto, la ecuación reducida de la cuádrica es dor¿+A114+22224+431? =0 
con dy = e y se trata de cuádricas con centro. 

Si det A = doA1A243 % 0 (esto es, rg(A) = 4) entonces se trata de cuádricas 
ordinarias. Distinguimos dos casos: los autovalores de Apo tienen el mismo 
signo o dos tienen el mismo signo y el otro tiene signo opuesto. 


1. Si signo(A1) = signo(A2) = signo(A3) (+ ++ 0 — — —), se dice que Apo 
tiene signatura 3, sig Ago = 3, y pueden suceder los siguientes casos: 
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(a) Si signo(do) = signo(A1) = signo(A2) = signo(A3), entonces det A > 
0 y la ecuación reducida de la cuádrica es 


del rn ls 
ot 1% 2% 3%3 xo=1 —do/M id —do/M dd =do/A 


y, llamando a? = dy/A1, b? = do/ A y c? = AMo/Az (pues son los tres 
positivos) tenemos 


que es un elipsoide imaginario. 


Si signo(do) + signo(A1) = signo(A2) = signo(Az), entonces det A < 
0 y la ecuación reducida de la cuádrica es 


z 


dor? = Axl + Agué + Agró => 1 = si ms m + 2 
a A Fr —do/M — —do/M  —do/»3 


y, llamando a? = —do/A1, b? = —do/Az y c? = —AMo/Az (pues son los 
tres positivos) tenemos 


luego la cuádrica es un elipsoide, y si además a* = b? = c? obten- 
emos una esfera. 


2. Si signo(A1) = signo(A2) % signo(A3) (+ +— o — — +) se dice que Aoo 
tiene signatura 1, sig Ago = 2, y pueden suceder los siguientes casos: 


(a) Si signo(dp) % signo(A1) = signo(A2) X signo(A3), entonces det A > 
0 y la ecuación reducida de la cuádrica es 


E aa 
de Da, * de ds. des 


—dozi = Axi + Aga? + Aga => 1= 
zTO= 


y, llamando a? = —do/A1, b? = —do/A y c? = do/Az (pues son los 
tres positivos) tenemos 


4 A. 


2" HH a 


Se trata de un hiperboloide hiperbólico. 
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(b) Si signo(do) = signo(A1) = signo(A2) 4 signo(A3), entonces det A > 
0 y la ecuación reducida de la cuádrica es 
2 2) 23 


- Y — 
do/A do/ A —do/Az 


—dox = Ari + Ax3 + Az REN 1 =- 
zo= 


y, llamando a? = do/A1, db? = do/AM, y c? = —do/Az (pues son los 
tres positivos) tenemos 


La cuádrica es un hiperboloide elíptico. 


Si det A = doA14243 = 0 (esto es, de = 0 y rg(4) = 3) entonces se trata de 
cuádricas con centro degeneradas de ecuación reducida 111? + 222 +31? =0. 
Distinguimos dos casos: los tres autovalores A, A2 y Ag tienen el mismo signo 
o dos tienen el mismo signo y el otro tiene signo opuesto. 


1. Si signo(A1) = signo(A2) = signo(A3) (+ ++ 0 — — —), la ecuación 
reducida de la cuádrica es 


0 = Ax? + A21% + A3t5 
y se trata de un cono imaginario que pasa por el origen. 


2. Si signo(A1) = signo(A2) 4% signo(A3) (+ + — o — — +), la ecuación 
reducida de la cuádrica es 


0O= 12 + A225 — Agr? 


luego la cuádrica es un cono. 


Cuadro de clasificación de las cuádricas con centro 


¡ detA >0 imaginario 
sig Apo = 3 
Elipsoides detA<0 real 
o det A >0 hiperbóli 
egulares bl e a 1per 1CO 
det A 0 din sig Ago = 1 
sd ici detA<0  elíptico 
sig Ano =3 Cono imaginario con un punto real 
rg(4) =33 
Conos sig Ago =1 Cono real 
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2.5.2 Clasificación de las cuádricas con det Agp = 0. 


Al ser det Ag = A14243 % 0, en cierto sistema de referencia la matriz de la 


cuádrica es 
boo bos boz2 bo3 


ba bi 0 0 
bo 0 ba 0 
bg 0 0 bag 


y, al ser det Ago = b11b22b33 = O, al menos uno de los coeficientes b,; (¿ = 1,2, 3) 
ha de ser nulo. Supongamos b3z3 = 0, por tanto, J = biib22. La ecuación 
reducida de la cuádrica es 


0= biOTó Ep bi12% + bo915 + 2b93 073 


y det A = —béab11b99. 
Si J = b11b22 H 0 distinguimos varios casos. 


1. Si det A 4 0 (esto es, boz 4 0) tenemos 


(a) Si signo(b11) = signo(b32), esto es J > 0, la ecuación reducida de la 
cuádrica es 
0 = 2bo32013 + PIT] + pa 


luego la cuádrica es un paraboloide elíptico. 


(b) Si signo(b11) % signo(b32), esto es J < 0, la ecuación reducida de la 
cuádrica es (suponiendo b;, > 0) 


0 = 2bo3L0U3 + PIT] — Para 
luego la cuádrica paraboloide hiperbólico. 
2. Si det A =0 (esto es, bo3 = 0) la ecuación reducida de la cuádrica es 
0 = poz + b112% + bayas 


y distinguimos varios casos 


(a) Si po 4 0 tenemos 


i. Si signo(b,1) = signo(b32), esto es J > 0, la ecuación reducida 
de la cuádrica es 


0 = pozo + pjoj + p273. 
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A. es cilindro elíptico imaginario (po > 0) ó cilindro elíptico 
(Po < 0). 

ii. Si signo(b11) % signo(b32), esto es J < 0, la ecuación reducida 

de la cuádrica es 
0 = poro + pizi — para. 
la cuádrica es un cilindro hiperbólico. 
(b) Si boo = 0 la ecuación reducida de la cuádrica es 0 = b111? + bzo22. 

i. Si signo(b,1) = signo(b22), esto es J > 0, la cuádrica es un par 

de planos imaginarios que se cortan y su ecuación reducida es 
0 = pix? + póxa. 

ii. Si signo(b,1) X signo(b32), esto es J < 0, la cuádrica es un par 

de planos que se cortan y su ecuación reducida es 


O 2,2 
0 = pj] — P2%2. 


Si J = 0 (b2 = b3g = 0). Tenemos det A = 0, det Ag = 0, J =0 y 
tr Aso = b11. Consideramos un nuevo invariante 


400  A3 
403 033 


Goo 02 
002 022 


Goo Gol 
Go 411 


J' = 


Se cumple que J' = bog0b11 y la ecuación reducida de la cuádrica es boo +b111% = 
0. 


1. Si boo 4 0 (esto es, J” 4 0) tenemos 


(a) Si signo(bo0) = signo(b11), esto es J” > 0, la cuádrica es un par de 
planos imaginarios paralelos y su ecuación reducida es 0 = pjxj + 
pizi. 

(b) Si signo(bo0) + signo(b,1), esto es J” < 0, la cuádrica es un par 
de planos paralelos y su ecuación reducida es 0 = pix — pia? = 


(poto — p131)(Poto + p171). 


2. Si boo = 0 (esto es, J' = 0) tenemos b,119 = 0 (> 2? = 0) y se trata de 
un par de planos coincidentes. 
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Cuadro de clasificación de las cuádricas con det Ay = 0 


det Aoo =0 


1/24 4 >U 


regulares J<0 
J>0 
rg(A) =34% J<O0O 
cilindros ist 
JU 
SB 

rg(A) = 2 
par de planos $0 


rg(A) = 1 


Paraboloide elíptico 
Paraboloide hiperbólico 


Cilindro elíptico real 

Cilindro hiperbólico 

Cilindro parabólico 

Par de planos imaginarios (recta) 

Par de planos secantes 

imaginarios 


Par de planos paralelos 
reales 


plano doble 
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